Algebra linear descomplica

Subespacos vetoriais

Professor: Gabriel Miranda
Resumo

Defini¢ao
Sejam V um espago vetorial e § um subconjunto ndo-vazio de V. O subconjunto S é um subespaco vetorial
de V se:

. VuveStemse.u+ves
. YVaeRueS tem-se:aues

Ex.1:V=R?*e S ={(x,y) € R?|y = 2x}

Resolugao:
0 espago vetorial R? ¢é graficamente representado pelo plano cartesiano e a reta y = 2x é uma reta que
pertence ao plano, portanto, graficamente falando S € V, porém, isso deve ser demonstrado.
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Figura 1. Representagao grafica da reta y=2x
0 elemento (0,0) € S,jaque y = 2x,x = 0 .. y = 0. Conclui-se entdo que S é um conjunto ndo-vazio.
Se_la u= (xl, le) ev= (xZ, 2x2)

I. u+v-= (Xl, 2x1) + (x2 + ZXZ) = (x1 + X, 2x1 + sz) = (x1 + X, Z(xl + xz))
Como o vetor u + v apresenta o0 mesmo formato (x, 2x) é comprovado que pertence ao subespaco .

. au= a(x;,2x;) = (axy, a2x;) = (axy,2ax;)
Como o vetor au apresenta o mesmo formato (x, 2x) é comprovado que pertence ao subespago S.

Portanto, como foram satisfeitas as duas condigdes é possivel concluir que S é subespago de V.
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Isso quer dizer que todos os vetores pertencentes a esse subespago estdo sobre areta y = 2x, e que a soma
de dois vetores pertencentes a esse subespago mantém a mesma inclinagdo dos originais, assim como a
multiplicagd@o por um escalar.

Observagao: Ndo é necessario demonstrar os oito axiomas para o subespaco vetorial uma vez que ja foram
demonstrados para o espago vetorial, pois eles ja sao validos.

Ex. 2:V = M(2,2)" = {[‘z Z

* M(2,2): Espago das matrizes 2x2

;a,b,c,dE]R}eS={[g g ;a,bER}

Resolugao

O elemento [8 8] € S,ja que 0 € R. Conclui-se entdo que S é um conjunto nao-vazio.

Sejau=[%1 lg]evz 062 %Z]eaE]R
. u+v= ‘(‘)1 %1 +[0(t)z %z]=[a1:;a2 bl-(l)-bz]

Como o vetor u + v apresenta o0 mesmo formato [g g] ¢ comprovado que pertence ao subespaco S.

a01 %1 =[agl a(l)h]

Como o vetor au apresenta o0 mesmo formato [g g]é comprovado que pertence ao subespago S.

Il au=a[

Portanto, como foram satisfeitas as duas condi¢des é possivel concluir que S é subespaco de V.

Interseccgao de dois subespagos vetoriais
Sejam S, e S, dois subespacgos vetoriais de V. § = §; N S, é o conjunto de todos os vetores v € V tais que
VS Sl eve Sz.

Ex.3:SejaV =R3,S5; ={(a,b,0);a,b € R} e S, = {(0,0,c); c € R}. Mostre que S = S; N S, € subespaco de V.

Resolucao
s=85,nS,={000)}€eV

Perceba que S contém o elemento neutro da adi¢ao, por consequéncia §; e S, também, que é o unico
elemento que satisfaz a intersecao. Isso é importante pois sé pode ser definido um subespaco vetorial se

ele tiver o elemento neutro da soma.

Logo, S é um subespaco vetorial de V.

d /universidades Refor¢o Engenharia 2



Algebra linear descomplica

Soma de dois subespagos vetoriais

Sejam §; e S, dois subespagos vetoriais de V. S = §; + S, € o conjunto de todos os vetores u + v € V tais
queuESlevESZ.

Teorema: S = §; + S, é subespago de V, ou seja, a soma de dois subespagos vetoriais de V é um subespaco
vetorial de V.

Demonstragao:

. uy,u,; € Sq;uy +u, €Sq; pela definicdo de espaco vetorial
V4,7, € Sy; V1 + v, € S,; pela definigdo de espacgo vetorial

Por outro lado,

{ul,vl € S;u1 +'U1 €S
Uy, Uy € S;uZ +'U2 €S

Logo,

(g +u) + (W1 +v) = (U +v))+ (U +v2) €81 +52) =8
II.  u, €84 au, € Sq; pela definicdo de espaco vetorial

v, € S,; av, € S,; pela definicdo de espaco vetorial

Por outro lado,

{uIES, a’uIES
vles,avles

Logo,

{ u1+V1ES
auq + avq =(l(u1 +v1) € (Sl +Sz) =S

Portanto S = §; + S, é subespaco vetorial de V.
Soma direta de dois subespacgos vetoriais
Sejam S, e S, dois subespacos vetoriais de V. Diz-se que V é a soma direta de S, e S, (representada por

V=S5,PS8,)seV=S5,+S5,e5,nS, ={0}(aintersecdo é o elemento neutro da adigdo).

Ex.4:SejaV =R3,8; = {(a,b,0);a,b € R} e S, = {(0,0,¢); c € R}. Mostre que S = S; N S, é subespaco de V.
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Resolucao
S=5,nS, ={(0,0,0)} elemento neutro da adigédo

u=(a,b,0)€S;;v=1(00,c) €Sy,;u+v=_>ab0)+(00,c)=(abc)ER?eV=S5+S,

Logo, V é asoma diretade S, e S,.
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